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Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym sktadat si¢ z 25 zadan zamknigtych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zadan otwartych, w tym 6 krotkiej odpowiedzi i 3 rozszerzonej
odpowiedzi. Zadania sprawdzaly wiadomosci oraz umiejetnosci w pigciu obszarach: wykorzystanie
i tworzenie informacji (2 zadania zamknigte, jedno otwarte krotkiej odpowiedzi), wykorzystanie
i interpretowanie reprezentacji (16 zadan zamknigtych, jedno otwarte krotkiej odpowiedzi),
modelowanie matematyczne (3 zadania zamknigte, jedno otwarte krotkiej odpowiedzi i jedno otwarte
rozszerzonej odpowiedzi), uzycie i tworzenie strategii (2 zadania zamknigte, jedno otwarte krotkiej
odpowiedzi i 2 otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz rozumowanie i argumentacja (jedno zadanie
zamknigte i 2 zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwiazanie wszystkich zadan zdajacy mogt
otrzymac¢ 50 punktow (po jednym punkcie za kazde zadanie zamknigte, po 2 punkty za kazde zadanie
otwarte krotkiej odpowiedzi oraz po 4 punkty za kazde z dwoch zadan otwartych rozszerzonej
odpowiedzi w obszarze uzycie i tworzenie strategii i 5 punktow za zadanie otwarte rozszerzonej
odpowiedzi z modelowania matematycznego).

2. Dane dotyczace populacji zdajacych

Tabelal. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym

Liczba zdajacych 10 935
z licedbw ogolnoksztalcacych 6 977

z licedbw profilowanych 154

z technikow 3 647

z licedw uzupelniajacych 41

z technikdw uzupetniajacych 116

) ze szkot na wsi 452
Zdajafcy . .| ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 3253
rozwiazujacy zadgr_na ze szko6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 3750
\SI\{afi]fg:rSaZgWV\el_WGFSJI ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 3480
) 7¢ s2kol publicznych 10 052

ze szkol niepublicznych 883

kobiety 6 077

mezezyzni 4 858

bez dysfunkcji 10 455

z dysleksja rozwojowa 480

Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 1 osobe — finaliste Olimpiady Matematyczne;j.

Tabela 2. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 5
rozwiazujacy zadania | stabowidzacy 12
w arkuszach w wersji | niewidomi 0
dostosowanej stabostyszacy 10
nieslyszacy 7
Ogoélem 34

Do egzaminu przystapili rowniez absolwenci z lat ubiegtych, ktorzy dotychczas nie uzyskali
$wiadectwa dojrzatosci, oraz tacy, ktorzy uzyskali $wiadectwo dojrzalosci we wczesniejszych latach,
aw 2014 r. przystapili ponownie do egzaminu maturalnego w celu podwyzszenia wyniku
egzaminacyjnego.



3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Matematyka 4

Termin egzaminu

6 maja 2014 r.

Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 170 minut
Liczba szkot 237
Liczba zespotow egzaminatorow* 9
Liczba egzaminatorow™ 198
Liczba obserwatorow’ (§ 143) 21
Ligzba ... | Wprzypadku:
umewazniel "so9 yst. 1 | stwierdzenia niesamodzielnego 0

rozwigzywania zadan przez zdajacego

whniesienia lub korzystania przez zdajacego

w sali egzaminacyjnej z urzadzenia 3

telekomunikacyjnego

zaklocenia przez zdajacego prawidlowego

przebiegu czgsci egzaminu w sposob 0

utrudniajacy pracg pozostatym zdajacym

§ 99 ust. 2 stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
niesamodzielnego rozwiazywania zadan 70
przez zdajacego
§ 146 ust. 3 | stwierdzenia naruszenia przepisow 0

dotyczacych przeprowadzenia egzaminu

Liczba wgladow™ (§ 107) 59

* Dane dotycza obu pozioméw egzaminu (podstawowego i rozszerzonego) tacznie.

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 30 kwietnia 2007 r. w sprawie warunkdw i Sposobu
oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy oraz przeprowadzania sprawdziandéw i egzamindéw w szkotach
publicznych (Dz.U. nr 83, poz. 562, ze zm.)
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4. Podstawowe dane statystyczne
Wyniki zdajacych
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wynik procentowy
Wykres 1. Rozktad wynikoéw zdajacych
Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*
. - . . 5 . Odchylenie
. Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Odsetek
Zdajacy: zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) Sta”‘z,f};)dowe skeesow**
ogotem 10935 2 100 48 42 49 24 84
w tym:
2 liceow 6977 2 100 58 62 57 24 01
ogoblnoksztatcacych
z licebw 154 4 90 32 32 34 18 69
profilowanych
z technikow 3647 2 100 34 34 36 18 72
z liceow 41 6 60 20 10 26 16 31
uzupelniajacych
z technikow 116 2 58 18 8 22 14 32
uzupehiajacych

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.

** Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowiazkowych.




Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Matematyka 6

reprezentacji

w tym z zastosowaniem trygonometrii

Poziom
Nr Obszar standardow Sprawdzana umiejetnos¢ Wykona.ma
zad. zadania
(%)
Y\_/ykorzystanle_ Interpretacja geometryczna uktadu dwoch réwnan liniowych
1. I interpretowanie - .o . 66
. z dwiema niewiadomymi
reprezentacji
Wykorzystanie
2. | iinterpretowanie Stosowanie pojgcia procentu w obliczeniach 56
reprezentacji
Wykorzystanie
3. | iinterpretowanie Postlugiwanie si¢ wzorami skréconego mnozenia 67
reprezentacji
Wykorzystanie
4. | iinterpretowanie Znajomos¢ definicji logarytmu 53
reprezentacji
Wykorzystanie
5. | i interpretowanie Rozwiazanie prostych rownan wymiernych 72
reprezentacji
Wykorzystanie .. . . .
6. i interpretowanie Wyko_r_Z)_/sFanle_1nterpretacp wspotczynnikow we wzorze 58
- funkcji liniowej
reprezentacji
WykorzyStame. Rozwiazanie zadan prowadzacych do badania funkcji
7. I interpretowanie . 69
- kwadratowej
reprezentacji
WykorzyStame. Badanie rownoleglosci prostych na podstawie ich rownan
8. I interpretowanie - 75
- kierunkowych
reprezentacji
9. Uzy01e"1 tworzenie Wykorzystanie pojgcia wartosci bezwzglednej 61
strategii
Wykorzystanie
10. | itworzenie Wyznaczanie miejsca zerowego funkcji kwadratowej 81
informacji
Wykorzystanie
11. | iinterpretowanie Wyznaczanie wyrazéw ciagu okreslonego wzorem ogdlnym 65
reprezentacji
Wykorzystanie
12. | iinterpretowanie Wykorzystanie wlasnosci figur podobnych w zadaniach 24
reprezentacji
Wykorzystanie
13. | i interpretowanie Badanie, czy dany ciag jest geometryczny 82
reprezentacji
Wykorzy.Stame Stosowanie prostych zwiazkéw migdzy funkcjami
14. | I'tworzenie trygonometrycznymi kata ostrego &
informacji e yezny A &
Wykorzystanie Postugiwanie si¢ rownaniem okregu
15. | i interpretowanie 2 2 _ .2 62
reprezentacji (x=2a)"+(y-b)"=r
Wykorzystanie . . L . .
16. | i interpretowanie Znajdowanie zwiazkdw miarowych w figurach ptaskich, 72
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Poziom
Nr Obszar Sprawdzana umiejetnos¢ wykonania
zad. standardéw P I¢ zadania
(%)

17. grzgtzlgei il tworzenie Znajdowanie zwigzkéw miarowych w figurach ptaskich 67
Wykorzystanie . . s . o .

18, i interpretowanie Obh(.:zame Yvaﬁosg IICZ.bOWCJ wyrazenia wymiernego dla 53

. danej warto$ci zmiennej

reprezentacii

19. Modelowanie Wyznaczanie zwigzkow miarowych w wielo$cianach 79
matematyczne

20. Modelowanie Wyznaczanie zwigzkow miarowych w brytach obrotowych 72
matematyczne
Wykorzystanie Obliczanie potggi o wyktadniku wymiernym oraz

21. i interpretowanie stosowanie praw dziatan na potggach o wyktadnikach 88
reprezentacji wymiernych
Wykorzystanie

22. i interpretowanie Obliczanie potggi o wyktadniku wymiernym 29
reprezentacji
Rozumowanie Wykorzystanie sumy, iloczynu i roznicy zdarzen do

23. . . . 4 ) . 53
i argumentacja obliczania prawdopodobienstw zdarzen
Uzycie i tworzenie | Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach

24, .. . 24
strategii kombinatorycznych

25. Modelowanie Obliczanie mediany danych 55
matematyczne

06, | Uzycie 1tworzenie |y nacsanie wzoru funkeji kwadratowej 55
strategii
Wykorzystanie . L, .. .

27 i tworzenie Rozwmzy\yanle rownan wielomianowych metoda rozkladu 70
. . na czynniki
informacji

28 Rozumowanie Przeprowadzenie dowodu algebraicznego z zastosowaniem 4

' i argumentacja wzoréw skréconego mnozenia

Wykorzystanie OdczytywaTlie z wykresu fuI%(cj ijej wlasnosci; szkicowanie

29. | iinterpretowanie na podstawie wykresu funkcji Y = f(X) wykresow funkcji 29
reprezentacji y="f(x+a), y=f(x-a), y=f(x)+a, y="f(x)-a

Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach
30 Modelowanie kombinatorycznych; stosowanie twierdzenia znanego jako 57
' matematyczne klasyczna definicja prawdopodobieristwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen

Rozumowanie Przeprowadzenie dowodu geometrycznego,

3L . . . o . . 22
i argumentacja Z wykorzystaniem zwiazkéw miarowych w figurach plaskich

32. grzg[ce; il tworzenie Wyznaczanie zwiazkoéw miarowych w wielo$cianach 45
Modelowanie Rozwiazywanie zadan umieszczonych w kontekscie

33. . , 15
matematyczne praktycznym prowadzacych do rownan kwadratowych

34. Uzycie 1tworzenie Wykorzystanie wtasnosci figur podobnych w zadaniach 43

strategii




Matematyka 8

Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat 11 zadan otwartych, w tym
6 krotkiej i 5 rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaly wiadomosci oraz umiejgtnosci w czterech
obszarach: wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (3 zadania krotkiej odpowiedzi i jedno
rozszerzonej odpowiedzi), modelowanie matematyczne (3 zadania rozszerzonej odpowiedzi), uzycie
i tworzenie strategii (jedno zadanie krotkiej odpowiedzi i jedno rozszerzonej odpowiedzi)
oraz rozumowanie i argumentacja (2 zadania krotkiej odpowiedzi). Za rozwiazanie wszystkich zadan
zdajacy mogt otrzymac 50 punktow.

2. Dane dotyczace populacji zdajacych
Tabelal. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym

Liczba zdajacych 1900
z licedbw ogolnoksztalcacych 1701

z licedbw profilowanych 3

z technikow 196

z licedw uzupelniajacych 0

) z technikéw uzupekiajacych 0
Zdajacy ze szkot na wsi 26

rozwiazujacy zadania

w arkuszu w wersii ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 502

. J ze szko6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 665
standardowej - - — - —

ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 707

ze szkot publicznych 1885

ze szkot niepublicznych 15

kobiety 826

me¢zezyzni 1074

Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 1 osobg — finalistg¢ Olimpiady Matematycznej.

Tabela 2. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 1
rozwiazujacy zadania | stabowidzacy 4
w arkuszach w wersji | niewidomi 0
dostosowanej stabostyszacy 3
niestyszacy 0
Ogélem 8

Do egzaminu przystapili rowniez absolwenci z lat ubiegtych, ktorzy dotychczas nie uzyskali
swiadectwa dojrzatosci, oraz tacy, ktorzy uzyskali §wiadectwo dojrzalosci we wczesniejszych latach,
aw 2014 r. przystapili ponownie do egzaminu maturalnego w celu podwyzszenia wyniku
egzaminacyjnego albo uzyskania wyniku z matematyki jako nowego przedmiotu.
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 2014 r.
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkot 88
Liczba zespotéw egzaminatorow* 9
Liczba egzaminatorow™ 198
Liczba obserwatorow’ (§ 143) 5
Liczba

. L1
umewazniel "s'o9 yst. 1 | stwierdzenia niesamodzielnego

rozwigzywania zadan przez zdajacego

whniesienia lub korzystania przez zdajacego
w sali egzaminacyjnej z urzadzenia 0
telekomunikacyjnego

zaklocenia przez zdajacego prawidlowego
przebiegu czgsci egzaminu w sposob 0
utrudniajacy pracg pozostatym zdajacym

§ 99 ust. 2 stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
niesamodzielnego rozwiazywania zadan 0
przez zdajacego

§ 146 ust. 3 | stwierdzenia naruszenia przepisow
dotyczacych przeprowadzenia egzaminu

Liczba wgladow™ (§ 107) 10

* Dane dotycza obu pozioméw egzaminu (podstawowego i rozszerzonego) tacznie.

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 30 kwietnia 2007 r. w sprawie warunkéw i Sposobu
oceniania, klasyfikowania i promowania uczniow i shuchaczy oraz przeprowadzania sprawdzianéw i egzamindw w szkotach
publicznych (Dz.U. nr 83, poz. 562, ze zm.)




4. Podstawowe dane statystyczne
Wyniki zdajacych

Matematyka 10
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wynik procentowy
Wykres 2. Rozktad wynikéw zdajacych
Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne
Liczba Minimum | Maksimum Mediana Modalna Srednia Sg?ggﬁgxe
zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) (%)
1900 0 100 40 34 41 22
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Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Poziom
Nr Obszar standardéw Sprawdzana umieje¢tnos$¢ Wykona.ma
zad. zadania
(%)
Wykorzystanie pojgcia wartosci bezwzglednej i jej
Wykorzystanie interpretacji geometrycznej. Sporzadzanie Wykresu,
1. | iinterpretowanie odczytywanie wlasnosci i rozwigzywanie zadan 61
reprezentacji umieszczonych w kontekscie praktycznym zwiazanych
Z proporcjonalno$cia odwrotna.
Rozwiazywanie zadan (réwniez umieszczonych
2 Uzycie i tworzenie w kontekscie praktycznym), prowadzacych do badania 54
| strategii funkcji kwadratowej.
Obliczanie odlegloéci punktu od prostej.
Wykorzystanie
3. i interpretowanie Rozwiazywanie rownan i nierownosci trygonometrycznych. 31
reprezentacji
Przeprowadzenie dowodu twierdzenia zwiazanego
. z dziataniami na wyrazeniach wymiernych: dodawaniem,
Rozumowanie . . S .,
4, . . odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem wyrazen 30
i argumentacja : ) : .
wymiernych, skracaniem, rozszerzaniem wyrazen
wymiernych.
Modelowanie Zna'Jdowame zw1agkow miarowych w ﬁ,gurz.ich p%asklch_,
5. takze z zastosowaniem trygonometrii, rOwniez W zadaniach 35
matematyczne . .
umieszczonych w konteks$cie praktycznym.
Rozumowanie Badanie czy dany ciag Jest a.rytmetyczny }ub geometryczny.
6. i arqumentacia Korzystanie ze zwigzkéw migdzy katem srodkowym, katem 38
g ] wpisanym i katem migdzy styczna a cigciwg okregu.
Wykorzystanie Badanie czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny.
7. i interpretowanie Stosowanie wzoréw na n-ty wyraz i sumg n poczatkowych 18
reprezentacji wyrazOow ciagu arytmetycznego i ciagu geometrycznego.
8 Uzycie i tworzenie Rozwiazywanie zadan dotyczacych wzajemnego potozenia 44
| strategii prostej i okregu.
9 Modelowanie Wyznaczanie zwiazkow miarowych w wielo$cianach 50
" | matematyczne i brytach obrotowych z zastosowaniem trygonometrii.
10 Modelowanie Stosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych 41
" | matematyczne wielomianu o wspotczynnikach catkowitych.
. Wykorzystanie wtasno$ci prawdopodobienstwa i stosowanie
Wykorzystanie ’ . . L
s . twierdzenia znanego jako klasyczna definicja
11. | i interpretowanie 53

reprezentacji

prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstw
zdarzen.




Matematyka 12

Komentarz

UMIEJETNOSCI OPANOWANE NAJLEPIEJ

Wyniki tegorocznej matury potwierdzily, ze zdajacy na ogél nie maja probleméw z bezposrednim
stosowaniem definicji w prostych sytuacjach. Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu
podstawowego okazato si¢ zadanie 21. (poziom wykonania zadania — 88%), badajace umiejgtnosé
obliczania potegi o wykladniku wymiernym oraz stosowanie praw dzialan na potggach o
wyktadnikach wymiernych. Aby bezblednie rozwiaza¢ zadanie, nalezato ustali¢ sposob obliczenia
warto$ci wyrazenia, w ktorym wystepuje kilka poteg, a w szczegdlnosci ustali¢ kolejnos¢ dziatan,
sposoby obliczenia potggi sumy i potggi ilorazu oraz skorzysta¢ z definicji potggi o wyktadniku zero,
a nastepnie obliczyé warto$¢ 172. Zadania sprawdzajace miedzy innymi znajomo$é definicji potegi
0 wyktadniku zero rowniez w poprzednich latach nie sprawiaty zdajacym trudnosci.

Podobna sytuacja wystapita w przypadku zadania 13. sprawdzajacego umiejetnos¢ rozpoznawania,
czy ciag jest geometryczny. Do poprawnego rozwiazania konieczna byta znajomos$¢ definicji ciagu
geometrycznego lub wynikajacej wprost z tej definicji wlasnosci. Az 82% zdajacych rozwiazato to
zadanie bezbl¢dnie. W trakcie rozwiazywania wystarczyto wykazaé si¢ rozumieniem pojecia
w nieskomplikowanym kontekscie, a taka umiejetno$¢ zdecydowana wigkszo$¢ maturzystow ma
dobrze opanowana.

Dla zdajacych matur¢ z matematyki fatwe oraz umiarkowanie trudne okazaly si¢ zadania badajace
znajomo$¢ wlasnosci obiektéw matematycznych, bedacych naturalng konsekwencja wilasciwego
rozumienia definiowanych poje¢. I tak: zadanie 9., w ktorym trzeba byto wykorzysta¢ pojecie wartosci
bezwzglednej, rozwiazato poprawnie 61% zdajacych. W przypadku zadania 19., stwarzajacego
mozliwo$¢ wykazania si¢ umiejgtnoscia wyznaczania zaleznosci pomigdzy liczba krawedzi a liczba
scian bocznych ostrostupa — 79% maturzystow podato prawidlowe rozwiazanie problemu. Zadania
maturalne, ktore wymagaja znajomosci elementarnych wlasnosci, dotyczace pojedynczych pojec,
niewymagajace przetwarzania informacji, ale odwotujace si¢ wprost do konkretnych definicji, nie
stanowia trudnos$ci dla wigkszo$ci 0sob przystepujacych do matury na poziomie podstawowym.

W arkuszu dla poziomu rozszerzonego najlatwiejsze okazato si¢ zadanie 1. (poziom wykonania
zadania — 61%) sprawdzajace umiejetnosci: wykorzystania pojecia wartosci bezwzglednej i jej
interpretacji geometrycznej, sporzadzania wykresu i odczytywania z niego wiasnosci funkcji
oraz rozwiazywania zadan umieszczonych w kontekscie praktycznym, zwigzanych
z proporcjonalno$cia odwrotna. Przy rozwiazywaniu zadania wystarczyto wykorzysta¢ pojecia
warto$ci bezwzglednej do zapisania wzoru funkcji, sporzadzi¢ wykres funkcji, ktéra w dwoch
przedziatach byta funkcja stata, a w dwodch byla proporcjonalnoscia odwrotna, i odczyta¢ z rysunku
zbiér wartosci funkcji. Dla maturzysty, ktory wyrdznit na osi liczbowej trzy przedziaty liczbowe,
nastgpnie zapisal wzor funkcji f w poszczegdlnych przedziatach i na koniec podal zbior wartosci
funkcji bylo to typowe zadanie ze standardu wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. Poziom
wykonania zadania (61%) jest porownywalny z poziomem wykonania podobnych zadan z arkuszy
egzaminacyjnych z lat ubiegtych, na przyktad w 2010 roku byt réwny 59%, a w roku 2013 — 63%.

Na maturze w maju 2014 r., podobnie jak w latach poprzednich, zadanie prowadzace do badania
funkcji kwadratowej z parametrem okazato si¢ dla maturzystéw umiarkowanie trudne. W arkuszu
maturalnym z 2014 r. bylo to zadanie 2. (poziom wykonania zadania — 54%), jego celem byto
sprawdzenie, czy maturzysta potrafi rozwigzywa¢ zadania, prowadzace do badania funkcji
kwadratowej oraz oblicza¢ odleglos¢ punktu od prostej. Aby poprawnie rozwigza¢ zadanie nalezato
zaplanowac i zbada¢, kiedy rownanie kwadratowe z parametrem ma pierwiastki spetniajace okreslone
warunki. Maturzys$ci rozwiazywali nierownos$¢ i rdwnanie, ktére wprost wynikaty z tresci zadania,
a nastepnie wyznaczali wspodlne ich rozwiazania. Warunek istnienia dwoch roznych pierwiastkow
rownania kwadratowego natychmiast prowadzit do nierdéwnos$ci kwadratowej jedna niewiadoma m. Za
te¢ czg$¢ rozwigzania zdajacy mogl otrzyma¢ 1 punkt. Natomiast warunek, ze suma kwadratow
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odlegtosci punktow A=(x,0) i B=(x,,0) od prostej o rownaniu X+Y+1=0 jest rowna 6

prowadzil do zapisania réwnania stopnia drugiego z dwiema niewiadomymi X X2, Dalsza czg$¢
rozwigzania maturzysta mogl wykona¢ na dwa sposoby: wykorzysta¢ wzory Viéte’a albo wzory na
pierwiastki tréjmianu kwadratowego. Wigkszo$¢ zdajacych wybrata pierwsza z tych mozliwosci.

TENDENCJA WZROSTOWA W ZAKRESIE RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

Warto zwréci¢ uwage na tendencje Wzrostowa poziomu wykonania zadan, sprawdzajacych
umiejetno$¢  stosowania twierdzenia znanego jako klasyczna definicja prawdopodobienstwa do
obliczania prawdopodobienstw zdarzen. | tak: w arkuszach z maja 2011 r. i 2012 r. takie zadanie
dotyczyto dwukrotnego losowania po jednej liczbie (losowanie ze zwracaniem) ze zbioru liczb

$23456,7 i obliczenia prawdopodobienstwa zdarzenia, polegajacego na wylosowaniu liczb,
ktorych suma jest podzielna przez 3 (maj 2011) albo ktérych iloczyn jest podzielny przez 6 (maj
2012). Poziom wykonania tych zadan byt rowny w 2011 r. — 42%, a w 2012 r. — 47%. W roku 2013
w arkuszu maturalnym nie znalazto si¢ podobne zadanie, a W biezacym roku poziom wykonania
takiego zadania wzré6st o kolejnych 7 punktow procentowych, w stosunku do rezultatu sprzed dwoch
lat (zdajacy uzyskali érednio 57% punktéw mozliwych do zdobycia). Mowa tu o zadaniu 30., ktérego
przedmiotem rozwazan bylo doswiadczenie, polegajace na wylosowaniu za zbioru liczb

£2,3,4,5,6, 7,8i dwa razy po jednej liczbie ze =zwracaniem, analezalo obliczy¢

prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na wylosowaniu liczb, z ktorych pierwsza jest wigksza
od drugiej o0 4 lub 6.

Oczywiscie i w tym zadaniu zdajacy popehiali btedy. Zasadnicza trudnoscia zadania jest koniecznosé
wyboru wilasciwego modelu probabilistycznego, a takze opisu tego modelu (pary liczb, tabelka,
W ktorej sa zaznaczone wyniki do$wiadczenia), policzenia liczby wszystkich zdarzen elementarnych
oraz zliczenia tych zdarzen elementarnych, ktére sprzyjaja rozwazanemu zdarzeniu w obranym
modelu probabilistycznym. Na koniec nalezy jeszcze zapisa¢ szukane prawdopodobienstwo. Jest to
zadanie z III obszaru standardow wymagan egzaminacyjnych, czyli modelowania matematycznego.
Maturzysci na ogoét nie mieli trudnosci ze zliczeniem wszystkich zdarzen elementarnych, ktorych byto
64, cho¢ w tym miejscu nalezy podkresli¢, ze znaczna czg$¢ zdajacych ograniczata si¢ jedynie do
zapisania liczby wszystkich zdarzen elementarnych, pomijajac zupetnie opis tych zdarzen. Nastepnie
zliczano zdarzenia elementarne sprzyjajace rozwazanemu zdarzeniu A, tu najcze$ciej zdajacy po
prostu wypisywali wszystkie 6 zdarzen elementarnych. Czgsto popetnianym przez zdajacych btgdem

bylo zastosowanie réznych modeli probabilistycznych do obliczenia |Q| i |A| Maturzysci albo w
ogble nie opisywali zbioru zdarzen elementarnych, podajac od razu biedna ich liczbg, albo tez
zapisywali btednie, Ze zbiorem zdarzen elementarnych jest podany w tresci zadania zbior osmiu liczb.
Czgs¢ z tych zdajacych rozpatrywala dalej jako zdarzenia elementarne pary uporzadkowane, uzywajac
przy tym bardzo poprawnego zapisu matematycznego.



Matematyka 14

Oto przyktady takiego niepoprawnego rozumowania.

Chl- Aol rienld paéeWCf w2 W@W
zwz/@, z 1%‘4,70» /mmm:&z yﬂal‘ /w(ﬁrm agz
Umﬁa? L [mé 5

B

JL=

LRV €A M N I ETAIN INER I L IR ) e Eiasssammsm
11 EEREEEE

:‘c(' Y Ol (2,390,000 ﬁ@é(gj 4) (g},z) [w) (W)U

b SaE e rE(eiN it CERR R R AR

- PeEE

Niektorzy natomiast pary zapisywali mniej formalnie, poprawnie ustalajac ich liczbg. Oto przyktad
niepoprawnego rozwigzania z r6znymi modelami probabilistycznymi i z prostym opisem tych modeli.
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Konsekwentnie co roku rozwiazania zawierajace tego typu btad (rozbiezno$¢ modeli
probabilistycznych) — oceniane sa na 0 punktow.

Tak samo jest w przypadku rozwiazan, w ktorych zdajacy otrzymuje prawdopodobienstwo wigksze od
1. Konsekwencja tego bledu jest wynik 0 punktéw za niepoprawne rozwiazanie.

Oto przyktad takiego rozwigzania.
o u‘ NG . uogmo SRS B30T
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Kolejnym bledem popelianym przez czgs¢ zdajacych bylo rozszerzenie zbioru zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A, najczgsciej o sze$¢ dodatkowych par. Czes$¢ maturzystow

Zaplsywa{a b}anle Zbio'r A: 6’1)612)(11)(!3)6!2)614)(!5)€16)(!7)617)¢18)418/_ albo

tez to samo zaznaczata niepoprawnie W tabelce.
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Za rozwiazanie z takim b.%qderh, dopfowadzone konsekwentnie do koﬁca, idajqcy mogt otrzymac
1 punkt.
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Zadanie mozna bylo rowniez rozwiaza¢ stosujac metode drzewka, przy czym w niektorych
rozwiazaniach zawierajacych drzewko stosowano de facto klasyczna definicje prawdopodobienstwa,
a drzewko shuzyto jedynie do zilustrowania zdarzen sprzyjajacych, na przyktad w taki sposob, jak
przedstawiono ponize;j.

terwsza jest wigksza od drugiej o 4 lub 6.
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Niektore rozwiazania zawieraty drzewko, z ktorego zdajacy ustalali szukane prawdopodobienstwo.
Oto przyktad.
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Warto zauwazy¢, ze znaczna czg$¢ mozolnie wykonanego przez zdajacego drzewa nie zostala
wykorzystana. Ten sam efekt mozna bylo uzyskac¢, rysujac drzewo zawierajace jedynie istotne gal¢zie.
W poprzednim rozwiazaniu zdajacy takie drzewo wykonat. Wystarczytoby jedynie zapisa¢ na
odcinkach tego drzewa odpowiednie prawdopodobienstwa (tak jak to zostato zrobione na drugim
drzewie), a potem obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A.

UMIEJETNOSCI SPRAWIAJACE TRUDNOSCI

Ciagle najwigkszym wyzwaniem dla maturzystow pozostaje dowodzenie, przedstawienie poprawnego
uzasadnienia tezy, zwlaszcza w przypadku zagadnien z zakresu algebry. Wérdd zadan z arkusza dla
poziomu podstawowego najtrudniejsze okazato si¢ to, ktore wymagato przeprowadzenia krétkiego
rozumowania (zadanie 28. — poziom wykonania zadania wyniost 7%).

Udowodnij, ze kazda liczba calkowita K, ktora przy dzieleniu przez 7 daje resztg 2, ma te wlasno$¢, ze
reszta z dzielenia liczby 3k? przez 7 jest rowna 5.

Do udowodnienia tezy zawartej w treSci zadania wystarczyla umiejetnos¢ zapisania liczby catkowitej
k jako sumy wyrazenia 7n i liczby 2, a nastepnie zapisania liczby 3k?w postaci, z ktérej mozna byto
wywnioskowac, ze reszta z dzielenia tej liczby przez 7 jest rowna 5. Z dzieleniem z reszta uczniowie
spotykaja si¢ juz w szkole podstawowej, nie wykraczaja wowczas jednak poza konkretne przyktady
takiego dzielenia. Uczen gimnazjum powinien juz bez problemu zapisa¢ liczbg calkowita, ktora dzieli
sig¢ przez 7 z reszta 5 w postaci wyrazenia algebraicznego. Tegoroczni maturzy$ci mieli jednak z tym
duzy problem.
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Pierwsza linia przedstawionego ponizej rozwigzania jest przyktadem typowego btedu, jaki popehnita
znaczna cze$¢ zdajacych.

Konsekwencja takiego niepoprawnego zapisu byto zatozenie, ze wynikiem dzielenia jest suma pewnej
liczby x (traktowanej przez zdajacego jako liczba catkowita) i liczby 2, a wigc zaprzeczenie tresci

zadania. Ponadto zdajacy rozumowali, ze cze$¢ catkowita liczby, bedacej wynikiem dzielenia 3k?
przez 7, jest taka sama jak czgs$¢ catkowita liczby, bedacej wynikiem dzielenia K przez 7. Takie btedne
zatozenia nie pozwalaly na przeprowadzenie poprawnego rozumowania.

Kolejna grupg zdajacych stanowia Ci, ktorzy potrafia sprawdzi¢ prawdziwos¢ tezy na jednym
przyktadzie lub na kilku konkretnych przyktadach, i przyjmuja, ze jest to dowdd prawdziwosci tezy.
Na ponizszym przyktadzie zdajacy wybrat liczbe 16 jako jedna z liczb, ktora przy dzieleniu przez 7
daje resztg 5, co zapisal w drugiej linii rozwigzania. L
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W podobny sposob maturzysta probowat zapisac, ze liczba 3.162, czyli 768 daje przy dzieleniu przez
7 reszte 5, ale zamiast ilorazu, jaki otrzymal w tym dzieleniu, zapisat liczbg 763 (podzielna przez 7).
Stwierdzenie tak samo jest z kazdq dowolnq liczbq jest w opinii zdajacego uzasadnieniem
prawdziwo$ci tezy. Ten rodzaj btad logiczny powtarza si¢ corocznie w rozwiazaniach zadan,
wymagajacych przeprowadzenia rozumowania ogolnego.

Wyniki egzaminu maturalnego na poziomie rozszerzonym wskazuja, ze trudna do opanowania
umiejetnoscia, dla absolwentow szkol konczacych sie matura, jest zdolno$¢ przeprowadzenia
rozumowania wieloetapowego, wymagajacego wykorzystania kilku wlasnosci tego samego obiektu
1 stosowania obliczen w sytuacjach, gdy konieczne jest postugiwanie si¢ suma wielu sktadnikow lub
iloczynem wielu czynnikow. Zadanie 7. z arkusza dla poziomu rozszerzonego wymagalo takiej
wlasnie umiejgtnosci, a maturzysci uzyskali jedynie 18% mozliwych do zdobycia za jego rozwiazanie
punktow.

Ciag geometryczny €, : ma 100 wyrazow i sa one liczbami dodatnimi. Suma wszystkich wyrazow
0 numerach nieparzystych jest sto razy wieksza od sumy wszystkich wyrazéw o numerach parzystych
oraz loga, +loga, +loga, +...+loga,,, =100. Oblicz &, .

Przy rozwiazywaniu tego zadania zdajacy musieli wykaza¢ si¢ znajomoscia definicji ciagu
geometrycznego oraz wzorOw na N-ty wyraz ciaggu geometrycznego i sum¢ N wyrazow tego ciagu.
Ponadto nalezato zrozumie¢ z treSci zadania i umiejgtnie opisa¢ wzorem (lub wzorami, przy
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wykorzystaniu definicji ciagu geometrycznego) relacj¢ miedzy suma wyrazéw o numerach parzystych
a suma wyrazow o numerach nieparzystych. Niski rezultat uzyskany za rozwiazanie tego zadania
moze dziwi¢ tym bardziej, ze nie bylo wtym przypadku konieczne stosowanie zadnych
skomplikowanych obliczen, wystarczyly proste operacje na potggach i logarytmach. Prawdziwym
wyzwaniem dla maturzystow okazato si¢ rozwiazywanie zadania, w ktérym uogoélnianie dominuje nad
rachunkami, a przeksztalcanie wzoréw jest wazniejsze od obliczen. Dla wielu zdajacych stosowanie
wzoréw w inny sposob niz wstawianie w miejsce liter konkretnych wartosci stanowi okolicznos¢, w
ktorej czuja si¢ zagubieni.

Problem ,,pod lupg”

Analiza wynikow egzaminu maturalnego z matematyki z ostatnich lat pozwala na sformutowanie
whniosku, ze zadania schematyczne, standardowe, polegajace na interpretowaniu typowego tekstu
matematycznego i schematycznym wykorzystaniu informacji lub umiejgtnosci sa przez ucznidw
chetnie 1 z dobrymi rezultatami rozwiazywane. Natomiast zmiana w tre$ci zadania, nawet niewielka,
zwlaszcza w przypadku zadania wymagajacego dobrania modelu matematycznego do prostej sytuaciji,
potrafi spowodowacé znaczne obnizenie wskaznika tatwosci zadania.

Przyjrzyjmy sig¢ zatem najpierw zadaniu 27. z tegorocznego arkusza dla poziomu podstawowego.

Rozwiaz rownanie 9x° +18x? —4x—8=0.

Zadania tego typu wystepuja w arkuszach maturalnych regularnie, poczawszy od maja 2010 roku.
Sprawdzaja umiejgtnos¢ rozwiazywania rownania wielomianowego lub, co na jedno wychodzi,
wyznaczenia pierwiastkow wielomianu stopnia trzeciego.

Oto analogiczne zadania z lat ubiegtych.

Zadanie 27. (maj 2010)
Rozwiqz rownanie X° —Tx* —4x+28=0.

Zadanie 28. (maj 2012)
Liczby x, =—4 i X, =3 sq pierwiastkami wielomianu W (X) = x* +4x* —9x — 36 . Oblicz trzeci
pierwiastek tego wielomianu.

Zadanie 26. (maj 2013)
Rozwiqz réownanie X° +2x* —8x—16=0.

Tabela 3. Poziom wykonania zadan z wielomianem stopnia 3.

Maj 2010 Maj 2012 Maj 2013 Maj 2014
zadanie 27 zadanie 28 zadanie 26 zadanie 27
61% 53% 61% 65%

Zadanie polegajace na rozwiazaniu rownania wielomianowego (poczawszy od maja 2010) jest dla
og6tu zdajacych umiarkowanie trudne i jest jednocze$nie jednym z najtatwiejszych zadan otwartych
w zestawie egzaminacyjnym. W roku 2012 nastgpita zmiana formy polecenia z ,,Rozwiaz réwnanie”
na ,,Oblicz trzeci pierwiastek”, ktora nie tylko nie powodowala konieczno$ci zmiany aparatu
matematycznego wykorzystywanego przez zdajacego, ale wrecz rozszerzata mozliwos$ci
wykorzystania tego aparatu i w gruncie rzeczy ulatwiata rozwiazanie zadania. Mimo to wskaznik
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wykonalno$ci zadania byt wyraznie nizszy, a przypuszcza¢ mozna, ze powodem jego obnizenia mogta
by¢ drobna zmiana w sposobie zredagowania / redakcji tresci zadania.

Zadanie 27. z tegorocznego arkusza maturalnego (poziom wykonania zadania — 70%) umozliwiato
sprawdzenie umiejetnos$ci rozwiazywania prostych rownan trzeciego stopnia. Jest to zadanie ze
standardu Wykorzystanie i tworzenie informacji.

Rozwiazanie zadania przebiegato najczgsciej w dwoch etapach. Etap pierwszy polegal na
przedstawieniu lewej strony réwnania w postaci iloczynu x+2 9x° -4 =0, co najprosciej mozna

bylo uzyska¢ metoda grupowania, cho¢ niektorzy zdajacy wykonywali dzielenie wielomianu
9x° +18x* —4x —8 przez dwumian, przy czym prawie zawsze przez dwumian x+2 , co pozwalato
na otrzymanie ilorazu 9x*—4 . Drugi etap polegal na podaniu pierwiastka dwumianu X+ 2

(ci zdajacy, ktorzy dzielili wielomian przez dwumian X+2 rozpoczynali rozwigzanie od ustalenia
pierwiastka —2) oraz obliczeniu pierwiastkéw drugiego z otrzymanych czynnikéw, a wiec 9x* —4 .

Przyktad poprawnie rozwiazanego rownania metoda grupowania
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Rozwiazujacych, ktorzy nie uzyskali ani jednego punktu za rozwiazanie tego zadania byto okoto 23%.
Wisrdd nich byli zdajacy, ktorzy probowali rozwiaza¢ rownanie metoda grupowania wyrazow, ale nie
potrafili poprawnie zrealizowac tej metody, przy czym popetniane przez nich bledy miaty najczgsciej
charakter btedow rzeczowych, wskazujacych na nierozumienie metody. Ponizej przyktady takich
rozwigzan.

Przyktad 1.

Przyktad 2.
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Przyktad 3.
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Przyktad 4.
qx%v/‘(fxb-u”('g:c’ 4
A(@x+ 18) -y (x-2)= O
32+ LY - U (kL) =O
(A=) xle D) {x+2) <O L
23"(’:-44=} VXIEQ v e O

W przyktadzie 1. zdajacy nie potrafit wylaczy¢ poprawnie czynnika w przypadku, gdy sktadnik nie
zawiera niewiadomej, a do zera przyrownuje wszystkie wyrazenia z nawiasOw, pomimo ze nie
doprowadzit wielomianu do postaci iloczynowej. Z kolei w przyktadach 2.—4. zdajacy, po wytaczeniu
czynnikow przed nawiasy, z blgdem rachunkowym w przypadku sktadnikow poprzedzonych znakiem
minus, przy braku zgodno$ci wyrazen w nawiasach, w Kkolejnych linijkach stosuja zapisy bez
logicznego zwiazku z poprzedzajacymi je rozumowaniami.

Zdarzaty si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy probowali to réwnanie ,,sprowadzi¢” do réwnania
kwadratowego.
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Okoto 15% zdajacych uzyskato za rozwiazania tego rownania 1 punkt. Najczesciej byly to osoby,
ktore poprawnie zapisywaty lewa strong rownania w postaci iloczynu i na tym poprzestawaty:
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albo popehiaty btedy w drugim etapie rozwigzania:

e biad przy rozktadzie czynnika 9x° —4 na czynniki liniowe oraz dwukrotnie popetiony btad

rachunkowy przy dzieleniu obu stron otrzymanych réwnan liniowych przez 9;
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e blednie rozwiazane réwnanie kwadratowe 9x*-4=0, a w konsekwencji brak jednego
rozwiazania rOwnania

[

e odrzucenie niecatkowitych rozwiazan réwnania
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Najczgsciej jednak zdajacy otrzymywali 2 punkty za rozwiazanie tego zadania. Takie osoby stanowia
62% wszystkich maturzystow.
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W arkuszach maturalnych z matematyki od 2010 roku regularnie zamieszczano zadanie
z modelowania matematycznego, umieszczone w konteks$cie praktycznym, ktore mozna rozwiazaé
dzigki wykorzystaniu rownania kwadratowego.

Oto zadanie 33. z tegorocznego egzaminu.

Turysta zwiedzal zamek stojacy na wzgorzu. Droga taczaca parking z zamkiem ma dtugo$¢ 2,1 km.
Laczny czas wedrowki turysty z parkingu do zamku i z powrotem, nie liczac czasu poswigconego na
zwiedzanie, byl réwny 1 godzing i 4 minuty. Oblicz, z jaka Srednia predkoscia turysta wchodzit na
wzgorze, jezeli predkose ta byta o 1 km/h mniejsza od $redniej predkosci, z jaka schodzit ze wzgorza.

Ponizej analogiczne zadania z lat ubiegtych oraz poziomy ich wykonania.

Zadanie 34. (maj 2010)

W dwoch hotelach wybudowano prostokqtne baseny. Basen w pierwszym hotelu ma powierzchnie 240
m® Basen w drugim hotelu ma powierzchnie 350 m* oraz jest o 5 m dluzszy i 2 m szerszy niz
W pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary mogq mie¢ baseny w obu hotelach. Podaj wszystkie
mozliwe odpowiedzi.

Zadanie 32. (maj 2011)

Pewien turysta pokonat trase 112 km, przechodzqc kazdego dnia te samq liczbe kilometrow. Gdyby
mogt przeznaczyé na te wedrowke o 3 dni wiecej, to w ciqgu kazdego dnia mogtby przechodzi¢
0 12 km mniej. Oblicz, ile kilometrow dziennie przechodzit ten turysta.

Zadanie 34. (maj 2012)

Miasto A i miasto B tqczy linia kolejowa diugosci 210 km. Srednia predkos¢ pociqgu pospiesznego na
tej trasie jest o 24 km/h wigksza od sredniej predkosci pociqgu osobowego. Pociqg pospieszny
pokonuje te trase o 1 godzine krocej niz pociqg osobowy. Oblicz czas pokonania tej drogi przez pociqg
pospieszny.

Zadanie 34. (maj 2013)
Dwa miasta tqczy linia kolejowa o diugosci 336 kilometrow. Pierwszy pociqg przebyl te trase w czasie
0 40 minut krétszym niz drugi pociqg. Srednia predkos¢ pierwszego pociqgu na tej trasie byla
0 9 km/h wieksza od Sredniej predkosci drugiego pociqgu. Oblicz sredniq predkosé¢ kazdego z tych
pociqgow na tej trasie.

Tabela 3. Poziom wykonania zadan, ktore mozna rozwiaza¢ dzigki wykorzystaniu rownania
kwadratowego.

Maj 2010 Maj 2011 Maj 2012 Maj 2013 Maj 2014
zadanie 34 | zadanie 32 | zadanie 34 | zadanie 34 | zadanie 33
44% 40% 29% 28% 15%

Poziom wykonania zadania tekstowego, umieszczonego w kontek$cie praktycznym, prowadzacego do
réwnania kwadratowego, z roku na rok maleje, ale od sesji w roku 2011 do sesji w roku 2013 spadek
poziomu byt stosunkowo niewielki, natomiast w 2014 r. — bardzo wyrazny. Co moglo by¢ przyczyna
tak duzej trudnosci tego zadania?

Zadanie miato na celu sprawdzenie, czy maturzysta potrafi poprawnie opisa¢ sytuacjg przedstawiona
w treSci zadania w jezyku matematyki, to znaczy czy potrafi poprawnie zbudowaé¢ model
matematyczny — w tym przypadku odpowiednie rdéwnanie, rozwiaza¢ je oraz poprawnie
zinterpretowac otrzymane wyniki.
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Rozwiazujac to zadanie, zdajacy najcze$ciej oznaczali predko$¢ srednia, z jaka turysta pokonat droge
z parkingu na zamek, czas, w jakim te droge pokonal, nastepnie zapisywali — W zalezno$ci od
wprowadzonych niewiadomych — predko$é, z jaka turysta pokonat droge powrotna oraz czas, w jakim
to zrobit. W ten sposob uktadali uktad rownan z dwiema niewiadomymi, a nast¢pnie sprowadzali go
do réwnania kwadratowego z jedna niewiadoma. Znacznie rzadziej wystgpowaly rozwiazania, gdzie
zdajacy wprowadzat tylko jedna niewiadoma, a wszystkie pozostale wielko$ci uzalezniat od tej
niewiadomej, uktadajac w rezultacie od razu rownanie z jedna niewiadoma. Ponizej fragment takiego
rozwigzania.

Eﬂdﬂ'ﬂ.ﬁﬂ A 55 — 'I'MM'-'-‘:":

- ) fachT
&4 24 ad Voo pratkcls £ kg ¥
2 At L AL A
¥ v -+ ] o,

Kazde z przytoczonych powyzej zadan tekstowych opisuje pewna sytuacje z tzw. ,,kontekstem
praktycznym”, czyli sytuacj¢ z zycia: baseny w hotelach (maj 2010), tras¢ pokonywana przez turystg
(maj 2011, maj 2014), pociagi jezdzace po liniach kolejowych (maj 2012, maj 2013). Nie mozna
zatem twierdzi¢, ze kontekst praktyczny tegorocznego zadania tekstowego byl nowy, czy tez
zaskakujacy. Zalezno$¢ migdzy przebyta droga, czasem, a Srednia predkoscia znaczna czgs$¢ zdajacych

S
znala, czesto jednak tylko jako formalnie zapisany wzor V:? Rozwiazania tych zdajacych

: 2,1
ograniczaly si¢ wiec czesto do zapisania zalezno$ci V:T, czy tez V-t=2,1. Niektorzy ze

zdajacych szli krok dalej i poprawnie zapisywali zalezno$§¢ migdzy $rednia predkoscia wchodzenia
i $rednia predkos$cia schodzenia. Oto przyktady.
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Zdarzaly si¢ tez, cho¢ stosunkowo rzadko, rozwiazania, w ktorych zdajacy niepoprawnie zapisywali te
zaleznos¢, na przykltad traktowali warto$¢ drogi jako iloraz predkosci i czasu:

e
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Laczny czas wedrowki turysty podany byt w zadaniu w postaci 1 godziny i 4 minut. Czas ten nalezato
wyrazi¢ w takich jednostkach, jakie wykorzystywane sa przy podawaniu warto$ci predkosci. W tym
przypadku czas najwygodniej wyrazi¢ w godzinach, gdyz wowczas nie trzeba przelicza¢ jednostek
predkosci. Podobna sytuacja wystapita juz w zadaniu 34. na egzaminie w roku ubieglym — tam czas
podany zostat w minutach, a predkosci w km/h. Analogicznie jak w roku ubiegtym, tak i w tym, cze$¢
zdajacych miala klopoty z poprawnym przeliczeniem jednostek czasu, cho¢ jest to umiejgtnosé
z zakresu Il etapu edukacyjnego. Niektorzy maturzys$ci btednie zaktadali, Zze godzina ma 100 minut.
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Inni z kolei poprawnie zamieniali 1 godzing i 4 minuty na godziny, ale zamiast pozosta¢ przy
doktadnej wartosci wyrazonej utamkiem zwyktym niewlasciwym podawali uzyskane z kalkulatora
rozwinigcie dziesigtne, ktore blednie Zaokraglali.
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W rozwiazaniu, przedstawionym ponizej zdajacy poprawnie wyrazﬂ droge 2,1 km w metrach, czas 1 h

4 min poprawnie zamienil na minuty, otrzymat predko$¢ w m/min, jednak wyznaczona wartos¢ dalej
potraktowat tak, jakby byta podana w km/h.

S e M

Wséréd przedstawionych przez zdajacych rozwiazan mozna wyrozni¢ takze takie, w ktorych
popelniono btedy w interpretacji tre$ci zadania. Podobnie jak w latach poprzednich zdarzaty sie
sytuacje, kiedy zdajacy zapisywal bigdne rodwnanie, majace opisywac zaleznos¢ migdzy dwiema
wielkosciami — na skutek pomniejszenia wielko$ci mniejszej i przyrownania jej po dokonaniu takiej
operacji do wielkosci wiekszej lub, odwrotnie, powigkszenia wielkoSci wigkszej i przyréwnania jej po
dokonaniu takiej operacji do wielkosci mniejsze;j.
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Oto przyktad takiego btedu — wartos¢ predkosci v,, W zadaniu wigksza od wartosci predkosci vi 0 1,
zostala jeszcze zwiekszona o 1 i po tej operacji przyrownana do Vi, CO stanowi btedna interpretacje
tresci zadania.

5= QAkm v2= 4,4 kn Vs ?‘reo’"""a; ﬁrtj”w’f '
i 5 O R ! Y 4 Yy 576
= /)hyjém’n, = /1,0'7‘1‘/‘) S (}hol'L"" ;n Lz b
= 44%%!, v,1 - /)b?.,' ‘ V 2 ;a(’clmc ,-rﬂ//o“
; \ | ! ‘%d ‘}u’hﬂ}h
_V: % BERERES SN T'" 28 L?yo'm
I ' . . ¢ thoge . jeh al' 7
o) T e v
b, 4 B .
V’L: 7;‘,374(% ' P~ oevag L_jeckim ')wy"/'»
- ey e : pobonit| dhoye v % :
V,‘: 4, 12 =5 | i 4/701/70]9;..
e R T e PR T T O T — .
g AR Lot Ih U % 4, D6% 4y 6% win

d,nl i‘m{otft-mc, ,v_ -{Lm ,-'wlwdle.:nf fw:b
Ay w rzohoobur 204

Duza czes$¢ zdajacych, czesto tych, ktorzy osiagneli dobry rezultat za caly egzamin, blednie
przyjmowata, ze $rednia predko$¢ na drodze parking-zamek-parking jest $rednia arytmetyczng
predkosci srednich na obu odcinkach tej drogi.

Dwa poniZsze przyklady przedstawiajq tego typu btedne rozwigzania doprowadzone do konca.
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W tym miejscu nalezy wspomnie¢, ze do rzadkosci nalezaty poprawne rozwiazania, w ktdrych zdajacy
wykorzystywali fakt, ze érednia predko$¢ na drodze parking-zamek-parking jest srednig harmoniczna
predkosci $rednich na obu odcinkach tej drogi.
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Oto przyktad takiego nietypowego rozwiazania.
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Tres¢ zadania 33. z arkusza matury z biezacego roku rozni si¢ nieco od tresci kazdego z wczesniej
przytoczonych zadan tekstowych z poprzednich matur. W tym zadaniu bowiem podany zostat taczny
czas, W jakim turysta pokonat kazdy z dwoch odcinkdéw drogi. W Zadnym z poprzednich zadan taka
,»wspélna” dla obu sytuacji dana wielko$¢ nie wystgpowata (basen w pierwszym hotelu i basen
W drugim hotelu, samochodd jadacy z miasta A do miasta B i samochdd jadacy z miasta B do miasta A
itp.). Z analizy rozwiazan zdajacych wynika, Zze to wilasnie podanie tacznego czasu dla dwoch
odcinkow drogi, a nie czasu oddzielnie dla kazdego z etapow wedrowki, przysparzato najwigce;j
trudnosci. W efekcie blisko 4 na 5 zdajacych nie otrzymato za rozwiazanie tego zadania zadnego

punktu, mimo ze z zadaniem zmierzyto si¢ blisko 9 na 10 zdajacych.

Ponizej kilka fragmentéw rozwiazan, w ktorych zdajacy mieli ktopoty z nietypowo podana wielkoscia

(z ,,facznym” czasem).
Przyktad 1.
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Zdajacy potraktowal podany czas pokonania dwoch etapow drogi jako roznice migdzy czasem

wchodzenia a czasem schodzenia.
Przyktad 2.
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Zdajacy przyjat, ze na kazdy etap drogi trzeba przeznaczy¢ tyle samo czasu, pomimo ze predkosci

poruszania si¢ na poszczego6lnych etapach sa inne.
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Przyktad 3.
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Zdajacy nie wykorzystal poprawnie przeliczonego na godziny czasu w swoim rozwigzaniu.
Przyktad 4.
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Maturzysta potraktowat podany czas pokonama dwoch etapéw drogl, poprawnie przeliczony na
godziny, jako réznice miedzy czasem wchodzenia a czasem schodzenia.

Przyktad 5.
predkosci, z jeka schodzil ze wzgdrza. »J‘O <30
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Tym razem zdajacy rowniez potraktowal podany czas pokonania dwodch etapow drogi jako roznice
migdzy czasem wchodzenia a czasem schodzenia, ale dodatkowo przyjat, ze 4 minuty to 0,4 godziny.

Wisrod tych zdajacych, ktorzy otrzymali co najmniej 1 punkt za rozwiazanie zadania 33., niespeina
20% otrzymato 3 punkty. W tej grupie znajduja sie ci, ktérzy zapisali poprawnie roéwnanie z jedna
niewiadoma i na tym poprzestali, a takze ci zdajacy, ktorzy nie potrafili poradzi¢ sobie
Z rozwiazaniem otrzymanego roéwnania. Jedynie 1 zdajacy na 10 (wsrdd tych, ktorzy otrzymali co
najmniej 1 punkt) otrzymat 4 punkty. To z kolei oznacza, ze jesli maturzysta umial doprowadzi¢
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zadanie do konca, nie popeliajac btedoéw przekreslajacych poprawnos$¢ rozwiazania, to z reguly
poprawnie interpretowat otrzymany wynik, odrzucajac najczesciej ujemne rozwigzanie rGwnania.

Niestety nadal zdarzaly si¢ rozwiazania, ktore wskazuja, ze zdajacy przyjmuja jako poprawne
rozwiazania, ktore z zatozenia nalezy odrzuci¢, gdyz wyniki zaprzeczaja codziennemu doswiadczeniu
oraz/lub sa po prostu nierealne (np. predkosé, z jaka turysta wchodzil na wzgorze wigksza niz
40 km/h).

Podsumowanie

Wyniki egzaminu maturalnego wskazuja, ze zadania typowe, schematyczne, zawierajace utarte
sformulowania i uklad tresci znany z egzamindéw w latach poprzednich, sa na ogodt rozwiazywane
przez zdajacych z dobrymi rezultatami. Powielanie ujg¢cia zagadnienia w treSci zadan sprawia, ze
poziom wykonania zadan wzrasta, ale to niekoniecznie musi by¢ dowodem na zrozumienie istoty
problemu. Z kolei kazda modyfikacja schematycznego sformulowania, nawet niewielka zmiana
w podaniu wielko$ci danych w tresci zadania tekstowego, powoduje, ze zdajacy czgsto nie potrafia
poradzi¢ sobie z problemem. Dotyczy to takze sytuacji, gdy nowe ujecie zagadnienia daje nowe,
rowniez tatwiejsze, mozliwosci znalezienia rozwiazania.

Whioski i rekomendacje

Maturzysci przystgpujacy do egzaminu z matematyki w 2014 r. najlepsze rezultaty osiagngli przy
rozwigzywaniu zadan schematycznych, sformutowanych w sposéb typowy, wymagajacych
zastosowania jednej wtasnosci lub rozumienia jednego pojecia. Istnieja umiejetnosci, ktorych badanie
jest na tyle atrakcyjne dla zdajacych, ze podejmuja si¢ oni, z dobrym skutkiem, rozwiazywania zadan,
wymagajacych takze innych umiejetno$ci. Na przyktad powszechne opanowanie umiejetnosci
obliczania potegi z wykladnikiem réwnym O pozwolito maturzystom na wykazanie si¢ takze
umiejgtnos$cia stosowania praw dzialan na potggach. Wskazywanie brakujacego wyrazu ciagu
geometrycznego jest na tyle dobrze opanowane, ze zdajacy nie unikaja koniecznych obliczen. Zadania,
w ktorych jedna z badanych umiejetnosci bylo wyznaczanie wartosci bezwzglednej wyrazenia,
rowniez nalezaty do grupy zadan, pozwalajacych osiaga¢ najlepsze wyniki.

Rownocze$nie wyraznie daje si¢ zauwazy¢, ze maturzySci maja powazne problemy z wlasciwa
interpretacja tekstow matematycznych. Kazde odej$cie od schematycznego formutowania tresci
zadania, przedstawianie zagadnien, prowadzace do ulatwienia poszukiwania rozwigzania, zmiany
W sposobie przedstawiania wielko$ci danych, nawet nieznaczne modyfikacje w szablonowym ujeciu
zadan, przyczyniaja si¢ do obnizenia wynikow i wydaja si¢ stanowic istotna przeszkodg dla zdajacych
na drodze do znalezienia poprawnego rozwiazania problemu.

Duzym wyzwaniem, czasem nie do pokonania, jest dla zdajacych konieczno$¢ przeprowadzenia
rozumowania, prowadzacego do udowodnienia, przedstawienia poprawnego uzasadnienia, uogolnienia
prawidtowosci. Zagadnienia wymagajace rozumowania wieloetapowego, poszukiwania zaleznosci sa
wyraznie trudniejsze niz te, do rozpatrywania ktorych wystarcza umiejetnosci rachunkowe czy
rozumienie stosowania definicji czy algorytmow dziatania.

Dla o0s6b chcacych przystapi¢ do matury wazne jest, by nie unika¢ rozwiazywania problemow
wymagajacych przeprowadzenia rozumowania laczacego kilka logicznie powiazanych etapoéw
dziatania, a takze nie stroni¢ od poszukiwania nieckonwencjonalnych sposobow rozwiazania. Wazne
jest takze, by nie ogranicza¢ si¢ do wybierania jedynie kilku zagadnien, wokot ktorych bgda budowane
umiejgtno$ci matematyczne majace stanowi¢ przygotowanie do egzaminu maturalnego. Dotyczy to
réwniez schematycznego ujecia probleméw i powielania szablonéw rozwiazan.

Powyzsze jest prawie nieosiagalne bez dobrego przewodnika — nauczyciela, ktéry moze nie tylko
czuwac nad ksztattowaniem umiejgtnosci prawidtowego stosowania poje¢ i matematycznych metod
poszukiwania rozwiazan, ale moze takze wskazywaé rozne sposoby ujecia problemu, wskazywac
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rézne drogi prowadzace do rozwiazania i zacheca¢ do tworzenia wlasnych modeli matematycznych.
Nauczyciel moze na przyktad potaczy¢ w jednym zadaniu zagadnienia dobrze opanowane przez
ucznia z problemami nietypowymi, nowymi dla ucznia, takze trudnymi — i tym samym zwigkszy¢
szanse na opanowanie kolejnych umiejgtnosci.

Wazna jest przy tym $wiadomos$¢, ze na sukces na egzaminie maturalnym sktada si¢ praca ucznia
i jego nauczycieli na kazdym etapie edukacyjnym, poczawszy od edukacji wczesnoszkolnej. Uczen,
ktory na poczatku swojej edukacji pojmie przetozenie matematyki na sytuacje praktyczne w zyciu
codziennym, dobrze zrozumie pojecia matematyczne 1 opanuje umiejetnosci przewidziane
W nauczaniu matematyki na poziomie szkoty podstawowej i gimnazjum, uzyska lepszy wynik
egzaminu maturalnego.



